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Resumo A4 modelagem matemdtica de sistemas fisicos, bem como o tratamento dado ds equagébes ou siste-
mas de equagdes diferenciais aplicadas modelo, podem atuar de forma significativa no resultado
encontrado. O modelo gerado deve receber um tratamento numérico computacional, processo
que pode tornar-se trabalhoso, na medida que o modelo seja mais complexo, devido principal-
mente as etapas pré-computacionais de discretizacdo e padronizagdo do sistema ao método a ser
empregado. Nesse aspecto, pretende-se neste trabalho mostrar a aplica¢do do software Mathe-
matica como um meio de dinamizar a modelagem e simulag¢do de sistemas fisicos, uma vez que
este fornece alternativas automaticas de solu¢ées de equagdes diferenciais de varios tipos, o que
permite ao modelador focar no sistema modelado e ndo em técnicas e métodos numéricos.

Abstract Mathematical modeling of physical systems, as well as treatment of equations or set of differential
equations applied to the model, can act significantly in the results found. The generated model
should be treated numeric computational method, a process which can become laborious, as the
model becomes more complex, mainly due pre-compute steps. In this way, this work aims to show
application of software Mathematica as a mean to streamline the modeling and simulation of
physical systems, since this eliminates such steps.
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1 Introducao

Na formula¢do de muitos modelos matematicos, siste-
mas de equagoes diferencias sdo utilizados para represen-
tar o fendmeno fisico. Contudo, o tratamento e solugdo de
tais sistemas nem sempre ¢ simples, sendo requeridas fer-
ramentas computacionais eficazes para solugdo do
modelo. Uma dessas ferramentas € o software Mathemat-
ica.

O Mathematica ¢ um poderoso ambiente de pro-
gramag¢@o matematica, dispondo de ferramentas numeéri-
cas, simbolicas e graficas, de modo a auxiliar em cada um
dos aspectos da resolugdo de problemas matematicos. Este
software tem sido amplamente empregado na investigacao
¢ analise de problemas em engenharia, matematica e fisica,
bem como em economia e outras ciéncias, e também pode
ser usado como uma linguagem de programagdo de alto
nivel. Além disso, o Mathematica.possui uma interface
simples e intuitiva, facilitando o trabalho do usuario [1].

Neste aspecto, o Mathematica pode ser utilizado na
solucdo de problemas de modelagem através da fungéo in-
trinseca NDSolve, que ¢, de forma geral, um solucionador
numéricos de equagdes diferenciais. Ele pode lidar com
uma ampla gama de equagdes diferenciais ordinarias
(EDOs), bem como equagdes diferenciais parciais (EDPs).
NDSolve também pode resolver algumas equagdes al-
gébrico-diferenciais (EADs), que normalmente sio uma
mistura de equagdes diferenciais e algébricas [2].

Como forma de exemplificar essa ferramenta, neste
trabalho pretende-se mostrar o uso do NDSolve para a
solucdo de um problema de modelagem e simulagdo ma-
tematica de um secador de leito fluidizado bifasico em re-
gime estacionario [3]. O artigo divide-se da seguinte
forma: a Se¢do 2 descreve em alguns detalhes o NDSolve,
a Sec¢do 3 descreve o modelo fisico do secador de Leito
Fluidizado, a Secao 4 apresenta resultados e discussoes e
a Secdo 5 as conclusdes.

2 A func¢ao NDSolve

Nesta secdo a funcdo intrinseca do Mathematica, sera
descrita em alguns detalhes [3]. A fungdo NDSolve encon-
tra a solugdo numérica de equagdes diferenciais, bem
como sistemas de equacdes diferenciais acopladas, conse-
guindo resolver varios tipos de EDOs e EDPs, além de
manusear algumas equagdes algébrico-diferenciais
(EADs) que consistem de um problema que envolve
equacdes diferencias e algébricas.

Sintaxe:

e NDSolve [{eqnl,eqn2,... ,y, {x,xmin,xmax }],
encontra uma solugdo numérica para a funcao y,
com x no intervalo [xmin,xmax].

e NDSolve [{eqnieqnz,.. , yiLy2.,yn ,
X,Xmin,Xmax}], encontra uma solucdo numérica
para as funcBes yi, com x no intervalo
[Xml'n,Xma'x] .

NDSolve apresenta a solugdo para as fungdes yi como
fungdes interpoladas (InterpolatingFunction), as quais for-
necem aproximagdes para yi ao longo do intervalo de
valores xmin até xmax para a varidvel independente x.
Para uma visualizac¢do da resposta pode-se tragar o grafico
da fungdo obtida no respectivo intervalo por meio do se-
guinte comando:

Plot[Evaluate[y,[x]/.sol],{x, Xpin» Xmax
PlotRange — All]

Nota-se ainda que quando se usa o NDSolve as con-
digdes iniciais e/ou de contorno dadas devem ser suficien-
tes para determinar a solugdo para yi completamente, uma
vez que este comando encontrard uma solugdo numérica, -
- diferentemente do comando DSolve que encontra, se
possivel uma solugdo algébrica, podendo esta conter graus
de liberdade adicionais. Em um caso tipico, se existir uma
equagdo diferencial com a n-ésima derivada, entdo ¢
necessario fornecer ao software condigdes iniciais para as
derivadas até grau (n -1), ou condi¢des de contorno em 7
pontos.

Na maioria dos casos, todas as condi¢des iniciais for-
necidas envolvem algum valor de x, digamos xo. Como re-
sultado, deve-se fornecer explicitamente os extremos do
intervalo de x, xmin€ xmax. Caso o intervalo seja especifi-
cado como {x,x13, 0 Mathematica ird automaticamente
gerar uma solugdo sobre o intervalo [ xo,x1].

O NDSolve permite ainda outras opg¢de, mostradas na
Tabela 1.

Tabela 1. Opcdes para a funcdo NDSolve.

Nome Valor Descricio
padrio
MaxSteps Automatic N° maximo de
Passos para x
MaxStepFraction 1/10 Fracdo
maxima do
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intervale
coberta &m
cada passo

Tamanhio
imicial do
passo de x

StartingStepsSize Automatic

Tamanhio
maximo  do
passo usado
parax

MaxStepsSize Automatic

norma  usada
para 2
estimativa  do
&Iro

NormFunction Automatic

Accuracyizoal Automatic Digitos de
exatidio
absoluta

solicitados

Precision{Goal Automatic

Digitos de

precisio
solicitados

Lista de todas
a5 varaveis
dependentes

DependentVVariahles

Evaluation™onitor Hone Expreszdo que
avalia sempre
que a fungdo &
evoluda

InterpolationCrder Automatic O zzam  de
interpolacio

da resposta

StepMonitor Mons Expreszdo que
avalia guando
um passo e
faito

Precisio nsada
nas operaghes
internas

WorkingPrecision MachinePre

cision

Method Awutomatic Metodo nsado

Nota-se que:
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NDSolve adapta o tamanho do passo para que 0
erro estimado na solucéo fique dentro das toleran-
cias especificadas por PrecisionGoal e Accu-
racyGoal.

A opc¢do NormFunction — f especifica que o
erro estimado para cada um dos yideve ser uma
ser uma combinacdo, usando f [{e1,ez,...}] .

AccuracyGoal efetivamente especifica o valor do
erro absoluto local permitido em cada passo na
busca de uma solucdo, enquanto PrecisionGoal
especifica o erro relativo local.

Se as solugdes necessitam de precisdo quando
seus valores estdo perto de zero, AccuracyGoal
deve ser ajustado maior, ou até Infinity.

V. A configuracdo padrdo de Automatic para Accu-
racyGoal e PrecisionGoal é equivalente a Wor-
kingPrecision / 2.

Vi. O ajuste para MaxStepFraction especifica o passo
maximo a ser feito pelo NDSolve como uma fra-
¢do do intervalo de valores da varidvel indepen-
dente.

Vii. Com DependentVariables — Automatic,
NDSolve tenta determinar as variaveis dependen-
tes através da analise das equacgdes dadas.

viii. As definigdes possiveis explicitadas para a opgao
Method incluem, mas ndo limitam-se a: Adams,
BDF, ExplicitRungeKutta, ImplicitRungeKutta,
SympleticPartitonedRungeKutta.

iX. A configuragdo InterpolationOrder — All, es-
pecifica que NDSolve deve gerar solucbes que
utilizam interpolacdo da mesma ordem que o
método subjacente utilizado.

Por fim, ressalta-se que para fazer uso de todas as op-
¢cbes implementadas no NDSolve, anteriormente citadas
deve-se inicialmente preparar o ambiente de programacéo
do Mathematica, por meio dos seguintes comandos:

Needs["Dif ferentialEquations’NDSolveProblems™
I;
Needs["Dif ferentialEquations’NDSolveUtilities™"];

3 Modelo Matematico do Secador de
Leito Fluidizado

Nessa se¢do serd descrito o modelo fisico do secador
de leito fluidizado que foi utilizado como estudo de caso
para a utilizacdo do Mathematica.

O processo de secagem de combustiveis solidos utili-
zando secadores de leito fluidizado é amplamente utilizado
na industria devido a sua eficiéncia gracas ao grande con-
tato entre solido e gas, resultando em alta transferéncia de
calor para secagem. Do ponto de vista termodinamico, o
processo de secagem de combustiveis utilizando-se um
secador de leito fluidizado envolve os fenémenos de acu-
mulagdo, disperséo e transferéncia de calor, podendo ser
modelado a partir das equacGes de transferéncia de mo-
mento, energia e massa que resultam em um sistema de
equacdes diferencias parciais de segunda ordem [4].

Um secador de leito fluidizado pode ser modelado a
partir do balanco de energia e de massa [3]. As equacdes
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de balanco de energia e massa para as fases gasosa e solida
foram simplificadas com as seguintes hipdteses simplifi-
cadoras para obter um modelo simplificado para o secador dT. | Cp .G,

- .- - . ;. - .5
de leito fluidizado em regime estacionario: Iis_‘ﬁ = 1 5|20+ -1, )
d= |:=D‘ A p.
i.  modelo unidimensional, dr
& — 0

ii.  sistema de secagem ndo isotérmico, dz |._;

- as temp eraturgs das fases gasosa © soh(~1a S0 Mo~ Balango de massa da fragdo molar para a fase solida:
deladas através de modelos de dispersdo térmica
e

2 -
d’Y. &G, dY,
e.D, -T2 T (ka), (T, ~T,) =0
iv. os balancos de massa para umidade das fases ga- dz" A az - -

5
sosa e solida sdo modelados com os efeitos de
dispersao axial

Condic¢des de contorno:

ff.?;_ _ GI.E {T | . T )
< - - fle=pr 750
V. os termos de acumulacdo para os balancos de dz |- A&.pD
energia e massa sao desprezados.
dT, ~0o
Baseado nessas hip6teses, o modelo matematico sim- dz |,_;

plificado para o secador de leito fluidizado em regime es-
tacionério é formado pelas equagfes simplificadas de Quando as equacdes sio adimensionalizadas elas podem

transporte energia e massa que descrevem o comporta- Ser expressas por:
mento das temperaturas e umidades no secador. Assim, as
equacdes simplificadas que formam o modelo sdo expres-  gajanco de energia para a fase gasosa, adimensionalizada:
sas por:
,
. d-a dae
. T . fa - -
Balango de energia para a fase gasosa: ,;: —q ~a, (9 —6) -, (Y, -Y,)=0
du- dit .
2 -
e K ATy  €xCrpPrr 9Ty _ Condigdes de contorno adimensionalizadas para a fase
BT g2 A, d= gasosa:
C._(ha),
(fmiﬁ,s( TJ—M(Y, —-Y,)=0 do., ( '
Op ST flb :_%{QE o _1.]
Condigdes de contorno: al a=0"
dr ( forne; | da
- fz PlME<fe
Ko o ra ‘ y ( [ Y — & =0
P s du | _
=l
dT, . _ o
—= =0 Balango de massa para a fase sélida, adimensionalizada:
dz z=L
s
d-T. dy. . s
i 51 =B — =BT, = Jr:g):O
Balanco de energia para a fase solida: du du
Condig¢des de contorno adimensionalizadas para a fase
2 solida:
d-T, ECPE G,, dT,
&K, +(ha) .. (T, - T,
T g A, d:z (her) s 2
Cm (fm)ﬁ,s

(Y, -T,)=0

g

Condicdes de contorno:
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fg' p n
= :ﬁ4{.95|=9— _1]
dau t

do. _o

du -

Balanco de energia para a fase solida, adimensionalizada:

d‘e de
s _f =6 -6, )—G(Y.-F.)=0
L by L By(6, —6,)— By(Y, - Tg)

CondigBes de contorno adimensionalizadas para a fase
solida:

da. ' \
— = ﬁ4{_85‘=g— _1]
du e

deo, —0

du|

Balanco de massa da fragdo molar para a fase sélida, adi-
mensionalizada:

d’Y, dr,

5

e B(Y,-Y,)=0
di’ " du P ~Tg)

Condigdes de contorno adimensionalizadas da fracdo mo-
lar para a fase solida:

1Y, ;o)
T :ﬁ'."(}.s _}.:.D.)
dit| o

dY, _ 0

ap| o

Onde os parametros adimensionais da fase gasosa ai e 0S
pardmetros adimensionais da fase solida (i sdo dados por:
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Tabela 2. Coeficientes adimensionais utilizados.

Coeficientes da fase Coeficientes da fase
£asosa solida
o = C.P.fgto gﬁ_}jfL — (‘-‘P.sGr.s‘[‘
1= - -
AKe o AK o
(ha) . L' (ha) . L*
I T &K 4
- 2 . 2
o = C,,(ha) o L - AC,, (ha) g L
£K el €K, 5O Ti0
o, = 'CP__{;-;.‘O gg_fg‘[ '5 _ ('_YP.EG!.SL
1T 4= N
A;Iifg_cf Asﬁs_qgr
G L
ﬁj — I.5
“j'StL)SD.T
5 - & wl
6§~
ESDS
B, = G, . L
J “iSpSDE

4 Resultados e Discussoes

O modelo matematico anteriormente descrito foi solu-
cionado utilizando a fungdo NDSolve do Mathematica.
Como resultado tem-se o comportamento da temperatura
da fase gasosa ¢ da temperatura e fragdo molar da fase
solida (Tfg , Ts e Ys, respectivamente), em fungdo da
posicdo. Para o calculo dos coeficientes adimensionais ai
e (i foram utilizados os seguintes parametros [5]:

Tabela 3. Parametros utilizados na simulacio do

modelo.
grg = 0,460 g, = 0,780
Krg = 1,94 X 10™° | Keopf = 1,94 x107°
Cpry = 624 Cy: =953 x 1072
pr, = 0,921 p, = 289
Qpg = 2,56 G, . = 4,62 x 1072
Y, 0 = 0,500 Y0 = 0,500
Ty, 0 = 220 Trp0 = 90
(ka)sys = 3,23 x 1072 A, = 6,789
(ha)sgs = 0,216 D, = 0,326
q. = 51,6 A =540

Com o resultado obtido, por meio de fungdes interpola-
das (InterpolatingFunction), foi tracado os graficos
apresentados nas Figuras 1, 2 e 3.
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Fig 1. Perfil da Fracao molar da fase solida em funcéo
da posicédo obtido com o Software Mathematica
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Fig 2. Perfil da temperatura da fase solida em funcio
da posicio obtido com o Software Mathematica.
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Fig 3. Perfil da temperatura da fase gasosa em funcio
da posigdo obtido com o Software Mathematica

A Figura 1 mostra o perfil da fragdo molar da fase solida
em funcdo da posicdo. Nota-se aqui que a fragdo molar da
fase sélida torna-se praticamente constante a partir de z =
0,5. Tal fato ocorre devido ao equilibrio do fluxo de calor
no secador de leito fluidizado. Nota-se ainda que Ys = 0,
mostrando que a agua foi eliminada do solido [3].

A Figura 2 mostra o perfil de temperatura da fase solida
em func¢do da posi¢do. Nota-se por inspecao que a temper-
atura se mantém constante a partir de z = 0,35 m, devido
ao equilibrio do fluxo de calor entre as fases solida e
gasosa dentro do secador [3].

A Figura 3 mostra o perfil de temperatura da fase
gasosa em funcgdo da posicdo. Nota-se que a temperatura
tende a estabilizar-se a partir de z = 0,8 m. Esse compor-
tamento, com um tempo de acomodagdo maior é verifi-
cado devido ao aumento da agitacdo molecular produzido
pelo ar quente ao longo do secador [3].

5 Conclusao

Diante do cenario energético atual, a busca de meios
renovaveis e mais eficientes para geracdo de energia é de
importéancia estratégica. Dessa forma buscar novos meios
de estudar os processos de geragéo de energia, por meio de
simulacdo computacional utilizando-se ferramentas avan-
cadas, pode dinamizar o processo de analise, com ganho
de produtividade nos resultados obtidos na modelagem.

Nesse aspecto, salienta-se como contribuicdo deste tra-
balho a aplicacdo do software o Mathematica como um
meio de dinamizar a modelagem e simulacdo de sistemas
térmicos uma vez que este mostra-se eficiente, robusto e
versatil na resolucdo de varios tipos de modelos matemat-
icos, tornando sua utilizacdo muito abrangente. Contudo,
ressalta-se que embora 0 Mathematica tenha eliminado as
etapas preliminares de discretizacdo e padronizagdo do
modelo para a utilizacdo do método, o conhecimento de
qual método empregar, bem como dos ajustes que devem
ser feitos para a obtencéo da solugdo desejada tornam-se
cruciais ao se utilizar este software.

Assim, a utilizacdo do Mathematica para solucdo de

problemas de modelagem e simulacio representa um
campo promissor a ser explorado em futuros trabalhos.

6 Notacoes

Kfg Condutividade térmica da fase gasosa,
kcal/ms°C

Tfg Temperatura da fase gasosa, °C

z Variavel espacial, m

Cp,fg Capacidade calorifica da fase gasosa, kcal/kg°C
Qfg  Vazio da fase gasosa, m*/s

As Area da segao transversal, m?
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(ha)fgs Coeficiente de transferéncia de calor gas-
solido, kcal/m?s°C

Ts Temperatura na fase sélida, °C

qt Fluxo de calor, kcal/s

Ys Fragdo molar da fase s6lida, mol/mol

Ks,eff Condutividade térmica da fase so6lida, kcal/ms°C
Cp,s Capacidade calorifica da fase sélida, kcal/kg®C
Gt,s Vazio de sélido, kg/s

(ka)fgs  Coeficiente de transferéncia de massa gas-so-
lido, kg/m?s

Ds Difusdo no sé6lido, m?/s
7 Letras Gregas

pfg densidade da fase gasosa, kg/m3

ps densidade da fase solida, kg/m3

efg fragdo molar da fase gasosa, mol/mol
€s fragdo molar da fase solida, mol/mol

A calor latente de vaporizagao, kcal/kg
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