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Resumo A modelagem matemática de sistemas físicos, bem como o tratamento dado às equações ou siste-

mas de equações diferenciais aplicadas modelo, podem atuar de forma significativa no resultado 

encontrado. O modelo gerado deve receber um tratamento numérico computacional, processo 

que pode tornar-se trabalhoso, na medida que o modelo seja mais complexo, devido principal-

mente às etapas pré-computacionais de discretização e padronização do sistema ao método a ser 

empregado. Nesse aspecto, pretende-se neste trabalho mostrar a aplicação do software Mathe-

matica como um meio de dinamizar a modelagem e simulação de sistemas físicos, uma vez que 

este fornece alternativas automáticas de soluções de equações diferenciais de vários tipos, o que 

permite ao modelador focar no sistema modelado e não em técnicas e métodos numéricos. 

 

Abstract Mathematical modeling of physical systems, as well as treatment of equations or set of differential 

equations applied to the model, can act significantly in the results found. The generated model 

should be treated numeric computational method, a process which can become laborious, as the 

model becomes more complex, mainly due pre-compute steps. In this way, this work aims to show 

application of software Mathematica as a mean to streamline the modeling and simulation of 

physical systems, since this eliminates such steps. 
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1 Introdução 

Na formulação de muitos modelos matemáticos, siste-

mas de equações diferencias são utilizados para represen-

tar o fenômeno físico. Contudo, o tratamento e solução de 

tais sistemas nem sempre é simples, sendo requeridas fer-

ramentas computacionais eficazes para solução do 

modelo. Uma dessas ferramentas é o software Mathemat-

ica. 

 O Mathematica é um poderoso ambiente de pro-

gramação matemática, dispondo de ferramentas numéri-

cas, simbólicas e gráficas, de modo a auxiliar em cada um 

dos aspectos da resolução de problemas matemáticos. Este 

software tem sido amplamente empregado na investigação 

e análise de problemas em engenharia, matemática e física, 

bem como em economia e outras ciências, e também pode 

ser usado como uma linguagem de programação de alto 

nível. Além disso, o Mathematica.possui uma interface 

simples e intuitiva, facilitando o trabalho do usuário [1]. 

 Neste aspecto, o Mathematica pode ser utilizado na 

solução de problemas de modelagem através da função in-

trínseca NDSolve, que é, de forma geral, um solucionador 

numéricos de equações diferenciais. Ele pode lidar com 

uma ampla gama de equações diferenciais ordinárias 

(EDOs), bem como equações diferenciais parciais (EDPs). 

NDSolve também pode resolver algumas equações al-

gébrico-diferenciais (EADs), que normalmente são uma 

mistura de equações diferenciais e algébricas [2]. 

 Como forma de exemplificar essa ferramenta, neste 

trabalho pretende-se mostrar o uso do NDSolve para a 

solução de um problema de modelagem e simulação ma-

temática de um secador de leito fluidizado bifásico em re-

gime estacionário [3]. O artigo divide-se da seguinte 

forma: a Seção 2 descreve em alguns detalhes o NDSolve, 

a Seção 3 descreve o modelo físico do secador de Leito 

Fluidizado, a Seção 4 apresenta resultados e discussões e 

a Seção 5 as conclusões. 

2 A função NDSolve 

 Nesta seção a função intrínseca do Mathematica, será 

descrita em alguns detalhes [3]. A função NDSolve encon-

tra a solução numérica de equações diferenciais, bem 

como sistemas de equações diferenciais acopladas, conse-

guindo resolver vários tipos de EDOs e EDPs, além de 

manusear algumas equações algébrico-diferenciais 

(EADs) que consistem de um problema que envolve 

equações diferencias e algébricas. 

 

Sintaxe: 

 

 

 𝑁𝐷𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒 [{𝑒𝑞𝑛1,𝑒𝑞𝑛2,... ,𝑦, {𝑥,𝑥𝑚í𝑛,𝑥𝑚á𝑥 }], 

encontra uma solução numérica para a função 𝑦, 

com 𝑥 no intervalo [𝑥𝑚í𝑛,𝑥𝑚á𝑥].  

 

 
 𝑁𝐷𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒 [{𝑒𝑞𝑛1,𝑒𝑞𝑛2,... , 𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛 , 

𝑥,𝑥𝑚í𝑛,𝑥𝑚á𝑥}], encontra uma solução numérica 

para as funções 𝑦𝑖, com 𝑥 no intervalo 

[𝑥𝑚í𝑛,𝑥𝑚á𝑥].  
 

NDSolve apresenta a solução para as funções 𝑦𝑖 como 

funções interpoladas (InterpolatingFunction), as quais for-

necem aproximações para 𝑦𝑖 ao longo do intervalo de 

valores 𝑥𝑚𝑖𝑛 até 𝑥𝑚𝑎𝑥 para a variável independente 𝑥. 

Para uma visualização da resposta pode-se traçar o gráfico 

da função obtida no respectivo intervalo por meio do se-

guinte comando: 

 
 Nota-se ainda que quando se usa o NDSolve as con-

dições iniciais e/ou de contorno dadas devem ser suficien-

tes para determinar a solução para 𝑦𝑖 completamente, uma 

vez que este comando encontrará uma solução numérica, -

- diferentemente do comando DSolve que encontra, se 

possível uma solução algébrica, podendo esta conter graus 

de liberdade adicionais. Em um caso típico, se existir uma 

equação diferencial com a n-ésima derivada, então é 

necessário fornecer ao software condições iniciais para as 

derivadas até grau (n -1), ou condições de contorno em n 

pontos. 

 

 Na maioria dos casos, todas as condições iniciais for-

necidas envolvem algum valor de 𝑥, digamos 𝑥0. Como re-

sultado, deve-se fornecer explicitamente os extremos do 

intervalo de 𝑥, 𝑥𝑚í𝑛 e 𝑥𝑚á𝑥. Caso o intervalo seja especifi-

cado como {𝑥,𝑥1} , o Mathematica irá automaticamente 

gerar uma solução sobre o intervalo [ 𝑥0 ,𝑥1]. 
 

 O NDSolve permite ainda outras opçõe, mostradas na 

Tabela 1. 
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Nota-se que: 

 

 
i. NDSolve adapta o tamanho do passo para que o 

erro estimado na solução fique dentro das tolerân-

cias especificadas por PrecisionGoal e Accu-

racyGoal.  

 

ii. A opção NormFunction →𝑓 especifica que o 

erro estimado para cada um dos 𝑦𝑖 deve ser uma 

ser uma combinação, usando 𝑓 [{𝑒1,𝑒2,…}] .  

 
iii. AccuracyGoal efetivamente especifica o valor do 

erro absoluto local permitido em cada passo na 

busca de uma solução, enquanto PrecisionGoal 

especifica o erro relativo local.  

 
iv. Se as soluções necessitam de precisão quando 

seus valores estão perto de zero, AccuracyGoal 

deve ser ajustado maior, ou até Infinity.  

 

 

v. A configuração padrão de Automatic para Accu-

racyGoal e PrecisionGoal é equivalente a Wor-

kingPrecision / 2.  

 
vi. O ajuste para MaxStepFraction especifica o passo 

máximo a ser feito pelo NDSolve como uma fra-

ção do intervalo de valores da variável indepen-

dente.  

 
vii. Com 𝐷𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 → 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐, 

NDSolve tenta determinar as variáveis dependen-

tes através da análise das equações dadas.  

 

 
viii. As definições possíveis explicitadas para a opção 

Method incluem, mas não limitam-se a: Adams, 

BDF, ExplicitRungeKutta, ImplicitRungeKutta, 

SympleticPartitonedRungeKutta.  

 
ix. A configuração 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑜𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 → 𝐴𝑙𝑙, es-

pecifica que NDSolve deve gerar soluções que 

utilizam interpolação da mesma ordem que o 

método subjacente utilizado.  

 

 Por fim, ressalta-se que para fazer uso de todas as op-

ções implementadas no NDSolve, anteriormente citadas 

deve-se inicialmente preparar o ambiente de programação 

do Mathematica, por meio dos seguintes comandos: 

 

𝑁𝑒𝑒𝑑𝑠["𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠`𝑁𝐷𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒𝑃𝑟𝑜𝑏𝑙𝑒𝑚𝑠`"

]; 

𝑁𝑒𝑒𝑑𝑠["𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠`𝑁𝐷𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑡𝑖𝑒𝑠`"]; 

 

3 Modelo Matemático do Secador de 

Leito Fluidizado  

 Nessa seção será descrito o modelo físico do secador 

de leito fluidizado que foi utilizado como estudo de caso 

para a utilização do Mathematica. 

  

 O processo de secagem de combustíveis sólidos utili-

zando secadores de leito fluidizado é amplamente utilizado 

na indústria devido a sua eficiência graças ao grande con-

tato entre sólido e gás, resultando em alta transferência de 

calor para secagem. Do ponto de vista termodinâmico, o 

processo de secagem de combustíveis utilizando-se um 

secador de leito fluidizado envolve os fenômenos de acu-

mulação, dispersão e transferência de calor, podendo ser 

modelado a partir das equações de transferência de mo-

mento, energia e massa que resultam em um sistema de 

equações diferencias parciais de segunda ordem [4]. 

 

 Um secador de leito fluidizado pode ser modelado a 

partir do balanço de energia e de massa [3]. As equações 
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de balanço de energia e massa para as fases gasosa e sólida 

foram simplificadas com as seguintes hipóteses simplifi-

cadoras para obter um modelo simplificado para o secador 

de leito fluidizado em regime estacionário: 

 
i. modelo unidimensional;  

 

ii. sistema de secagem não isotérmico,  

 
iii. as temperaturas das fases gasosa e sólida são mo-

deladas através de modelos de dispersão térmica 

e  

 
iv. os balanços de massa para umidade das fases ga-

sosa e sólida são modelados com os efeitos de 

dispersão axial  

 
v. os termos de acumulação para os balanços de 

energia e massa são desprezados.  

 

 Baseado nessas hipóteses, o modelo matemático sim-

plificado para o secador de leito fluidizado em regime es-

tacionário é formado pelas equações simplificadas de 

transporte energia e massa que descrevem o comporta-

mento das temperaturas e umidades no secador. Assim, as 

equações simplificadas que formam o modelo são expres-

sas por: 

 

Balanço de energia para a fase gasosa: 

 

 
 

Balanço de energia para a fase sólida: 

 

 
Condições de contorno: 

 

 
 

Balanço de massa da fração molar para a fase sólida: 

 

 
 

Quando as equações são adimensionalizadas elas podem 

ser expressas por: 

 

Balanço de energia para a fase gasosa, adimensionalizada: 

 

 
Condições de contorno adimensionalizadas para a fase 

gasosa: 

 

 
Balanço de massa para a fase sólida, adimensionalizada: 

 

 
Condições de contorno adimensionalizadas para a fase 

sólida: 
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Balanço de energia para a fase sólida, adimensionalizada: 

 

 
 

Condições de contorno adimensionalizadas para a fase 

sólida: 

 

 
 

Balanço de massa da fração molar para a fase sólida, adi-

mensionalizada: 

 

 
 

Condições de contorno adimensionalizadas da fração mo-

lar para a fase sólida: 

 

 
 

Onde os parâmetros adimensionais da fase gasosa αi e os 

parâmetros adimensionais da fase sólida βi são dados por: 

 

 
 

4 Resultados e Discussões 

 O modelo matemático anteriormente descrito foi solu-

cionado utilizando a função NDSolve do Mathematica. 

Como resultado tem-se o comportamento da temperatura 

da fase gasosa e da temperatura e fração molar da fase 

sólida (Tfg , Ts e Ys, respectivamente), em função da 

posição. Para o cálculo dos coeficientes adimensionais 𝛼𝑖 
e 𝛽𝑖 foram utilizados os seguintes parâmetros [5]: 

 

 
 

 Com o resultado obtido, por meio de funções interpola-

das (InterpolatingFunction), foi traçado os gráficos 

apresentados nas Figuras 1, 2 e 3. 
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A Figura 1 mostra o perfil da fração molar da fase sólida 

em função da posição. Nota-se aqui que a fração molar da 

fase sólida torna-se praticamente constante a partir de 𝑧 ≅ 
0,5. Tal fato ocorre devido ao equilíbrio do fluxo de calor 

no secador de leito fluidizado. Nota-se ainda que 𝑌𝑠 ≈ 0, 

mostrando que a água foi eliminada do sólido [3]. 

 A Figura 2 mostra o perfil de temperatura da fase sólida 

em função da posição. Nota-se por inspeção que a temper-

atura se mantém constante a partir de 𝑧 ≅ 0,35 𝑚, devido 

ao equilíbrio do fluxo de calor entre as fases sólida e 

gasosa dentro do secador [3]. 

 

 A Figura 3 mostra o perfil de temperatura da fase 

gasosa em função da posição. Nota-se que a temperatura 

tende a estabilizar-se a partir de 𝑧 ≅ 0,8 𝑚. Esse compor-

tamento, com um tempo de acomodação maior é verifi-

cado devido ao aumento da agitação molecular produzido 

pelo ar quente ao longo do secador [3]. 

 

5 Conclusão 

 Diante do cenário energético atual, a busca de meios 

renováveis e mais eficientes para geração de energia é de 

importância estratégica. Dessa forma buscar novos meios 

de estudar os processos de geração de energia, por meio de 

simulação computacional utilizando-se ferramentas avan-

çadas, pode dinamizar o processo de análise, com ganho 

de produtividade nos resultados obtidos na modelagem. 

 

 Nesse aspecto, salienta-se como contribuição deste tra-

balho a aplicação do software o Mathematica como um 

meio de dinamizar a modelagem e simulação de sistemas 

térmicos uma vez que este mostra-se eficiente, robusto e 

versátil na resolução de vários tipos de modelos matemát-

icos, tornando sua utilização muito abrangente. Contudo, 

ressalta-se que embora o Mathematica tenha eliminado as 

etapas preliminares de discretização e padronização do 

modelo para a utilização do método, o conhecimento de 

qual método empregar, bem como dos ajustes que devem 

ser feitos para a obtenção da solução desejada tornam-se 

cruciais ao se utilizar este software. 

 

 Assim, a utilização do Mathematica para solução de 

problemas de modelagem e simulação representa um 

campo promissor a ser explorado em futuros trabalhos. 

 

6 Notações 

Kfg  Condutividade térmica da fase gasosa,    

 kcal/msºC  

 

Tfg   Temperatura da fase gasosa, ºC  

 

z  Variável espacial, m  

 

Cp,fg  Capacidade calorífica da fase gasosa, kcal/kgºC  

 

Qfg   Vazão da fase gasosa, m³/s  

 

As   Área da seção transversal, m²  
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(ha)fgs   Coeficiente de transferência de calor gás-

sólido, kcal/m³sºC  

 

Ts   Temperatura na fase sólida, ºC  

 

qt   Fluxo de calor, kcal/s  

 

Ys   Fração molar da fase sólida, mol/mol  

 

Ks,eff  Condutividade térmica da fase sólida, kcal/msºC  

 

Cp,s  Capacidade calorífica da fase sólida, kcal/kgºC  

 

Gt,s  Vazão de sólido, kg/s  

 

(ka)fgs  Coeficiente de transferência de massa gás-só-

lido, kg/m³s  

 

Ds Difusão no sólido, m²/s 

 

7 Letras Gregas 

ρfg   densidade da fase gasosa, kg/m3  

 

ρs   densidade da fase sólida, kg/m3  

 

εfg   fração molar da fase gasosa, mol/mol  

 

εs   fração molar da fase sólida, mol/mol  

 

λ   calor latente de vaporização, kcal/kg 
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