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Resumo Objetivos: este artigo apresenta a solugdo da Equacdo de Gompertz com énfase no crescimento de

Abstract

tumores malignos de prostata utilizando artificios matematicos e pesquisas literarias para a deter-
minagdo dos coeficientes do modelo que melhor se encaixam para as caracteristicas desse tipo de
tumor. Metodologia: foi desenvolvida a solu¢ao da Equacdo de Gompertz e analisada a dependéncia
dessa com cada pardmetro que a compde, tendo como objetivo, a verificagdo de qual desses melhor
influenciaria nas caracteristicas do crescimento tumoral de prostata. Com isso, a partir de pesquisas
literarias, foi possivel determinar cada componente da Equacdo, chegando ao modelo simplificado
do crescimento do tumor da prostata. Resultados: a partir do modelo encontrado, foi possivel verifi-
car que o cancer de prostata possui um desenvolvimento lento durante o seu periodo de desenvolvi-
mento inicial, cerca de 10 anos, sendo praticamente despercebido pelos diagndsticos existentes, po-
rém, ap6s esse tempo, seu desenvolvimento ¢ rapido e consequentemente agressivo, aumentando
assim as chances de metastase e complica¢des na satde do portador da doenca. Conclusdo: com
este trabalho, foi possivel concluir que ha uma necessidade do desenvolvimento de novas técnicas
para o diagnostico do cancer de prostata, pois como essa € uma das doengas que mais mata homens
por todo o mundo, ¢ grande a importancia de prevenir um estado avangado dessa doenga.

Palavras-Chave: Gompertz, Runge-Kutta, Cdncer, Prostata

Objectives: This paper presents the solution of the Gompertz equation with emphasis on the
growth of malignant prostate tumors using mathematical tricks and literary research to deter-
mine the model coefficients that best fit to the characteristics of this type of tumor. Methodolo-
gy: was developed solution Gompertz equation and analyzed the dependence that with each
parameter within the film, aiming to check which of these best influence the characteristics of
tumor growth of prostate. Thus, from literary research, it determined each component of the
equation, reaching the simplified model of prostate tumor growth. Results: from the found
mod-el, we found that prostate cancer has a slow development during its initial development
period, about 10 years, virtually unnoticed by the diagnostic, but after that time, its development
is fast and therefore aggressive, thus increasing the chances of metastasis and complications in
healthy carrier of the disease. Conclusion: With this work, we concluded that there is a need
to develop new techniques for the diagnosis of prostate cancer, for as this is a disease that kills
more men around the world, there is a great importance of preventing a state this advanced
disease.
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1 Introducao

Com o desenvolvimento de tecnologias, a qualidade de
vida das pessoas melhorou e, entre esses aspectos, esta
também a salde em geral, pois com a tecnologia, tornou-
se possivel diagnosticos mais precisos e métodos de tra-
tamentos mais eficazes para varias doencas.

Quando se trata de salde, uma grande preocupacéo e
assunto para diversos estudos ao redor do mundo é o
cancer, que é uma doenga caracterizada por uma popu-
lacdo de células que cresce e se divide sem respeitar 0s
limites normais, invade e destroi tecidos adjacentes, e pode
se espalhar para lugares distantes do corpo, através de um
processo chamado metastase.

Cancer é o0 nome dado a um conjunto de mais de 100
doengas que tém em comum o crescimento desordenado
de células, que invadem tecidos e 6rgdos. Dividindo-se
rapidamente, estas células tendem a ser muito agressivas e
incontrolaveis, determinando a formacéo de tumores ma-
lignos, que podem espalhar-se para outras regiées do corpo

[1].

Uma das caracteristicas malignas de um céncer é sua
capacidade de produzir a metastase pois, assim, células
cancerigenas se espalham pelo organismo, geram novos
tumores no corpo do paciente e, por consequéncia, a local-
izacdo de cada um deles se torna uma tarefa dificil e a er-
radicacdo cirdrgica pouco eficiente. De fato, metéstases
sdo a causa de 90% das mortes causadas por cancer em
humanos [2].

Séo diversos os tratamentos que a medicina emprega
para combater tumores. Eles podem ser fisicos, como as
radiacdes, que destroem as células tumorais (particular-
mente sensiveis as emissdes radioativas); cirlrgicos, com
que se previne a invasdo de outras estruturas, no caso dos
tumores malignos; ou quimioterapicos, entre 0s quais esta
a administracdo de substéncias inibidoras da diviso celu-
lar (antimitoticos) [3].

Para auxiliar estes tratamentos e também entender
melhor o comportamento do desenvolvimento tumoral,
faz-se necessario ter uma nogdo de como um determinado
tumor realiza o seu crescimento, para isso, diversas pes-
quisas tentam simular esse crescimento através de varios
modelos matematicos para fins de utilizar as informacdes
retiradas destes como mais um artificio, tanto para di-
agnosticos mais recentes, quanto para selecionar em qual
estado de desenvolvimento o presente tumor se apresenta,
entre outros fatores.
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1.1 Objetivos

Este artigo tem como objetivo apresentar ao leitor uma
forma de analisar o crescimento tumoral do cancer de
préstata a partir do modelo da Equacdo diferencial de
Gompertz, mostrando também, os passos adotados para a
obtencdo te todos os parametros que compde esta equacao.

2 Desenvolvimento

Em 1825, Gompertz desenvolveu seu modelo para o
crescimento populacional de uma determinada espécie
qualquer, no qual, mostrou-se bastante eficaz quando com-
parado com os dados reais do crescimento de uma deter-
minada populacéo. Hoje, seu modelo é bastante utilizado
em diversas areas, em especial, no estudo da andlise do
crescimento de células tumorais.

De acordo com [4] e utilizando as modifica¢des rela-
cionadas & notacdo dos pardmetros utilizada por [5] a fim
de j& introduzir a utilizagdo da Equagio de Gompertz para
o0 estudo de um crescimento tumoral, a Equagdo de Gom-
pertz é descrita de acordo com a Equacéo 1 logo abaixo.

AN ko
— = rN(t)In (Mt)) (1)

e N(t), é a populacdo tumoral de células em um de-
terminado instante t.

e 1, ¢ a constante de crescimento intrinseco das cé-
lulas, com r > 0.

e k, éa capacidade de carga do tumor, ou se-ja, € 0
tamanho méaximo que o mesmo pode a-tingir com
os nutrientes disponiveis [6]. Aqui, seu valor sera
tratado como sendo uma constan-te.

A solucdo da Equacéo 1 é dada pela Equacdo 2, como
segue:

N(t) = ke'"Mo/k)e™™ )

A Equagdo 2 representa o a quantidade de células tu-
morais em um instante t.

Portanto, No a quantidade de células tumorais no in-
stante t = 0.

Para se obter o valor das constantes da Equago 2 com
o0 objetivo de que esta simule o crescimento tumoral de um
cancer de prostata, ¢ necessario que se conhega algumas
das caracteristicas deste tipo de cancer e também do cancer
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em geral para a constante r, e supor algumas consideragdes
parak e NO.

Apesar da capacidade de carga, k, de um tumor ser in-
timamente relacionada a quantidade de células tumorais,
N(t), no instante t, consideraremos que um tumor possui
um limite para a quantidade de células que ndo pode ser
ultrapassado e que esse valor é da ordem de 1013 células
[7]. Assumindo, portanto, k = 1013 células tumorais.

Para a analise do crescimento tumoral de um cancer de
préstata, sera suposto, assim como foi feito em [8], que o
desenvolvimento do tumor é realizado a partir da primeira
célula cancerigena presente na préstata, assim, No = 1
célula tumoral.

Os sintomas de um céncer de prostata sdo eventos tar-
dios e, geralmente, ocorrem quando a doenca avancou lo-
calmente ou produziu metéastase. Destacam-se a re-tencdo
urinaria e hematdria [9].

Alguns desses tumores podem crescer de forma rapi-
da, espalhando-se para outros érgdos e podendo levar a
morte. A grande maioria, porém, cresce de forma tdo lenta
(leva cerca de 15 anos para atingir 1 cm3) que ndo chega
a dar sinais durante a vida e nem a ameacar a salde do
homem [1].

Um tumor que possui 1 cm3 pesa em torno de 1 g e
representa cerca de 109 células [10]. Supondo que o tumor
desenvolve-se a partir de uma Unica célula (simu-lagdo que
seré realizada neste artigo), quando alcanga 1 cm? ja com-
pletou 30 duplicacdes celulares. Mais 10 dup-licagdes re-
sultaria numa massa de 1 kg, que é o tamanho considerado
fatal que um tumor pode alcancar [8]. Essa relacdo mostra
que é possivel considerar que a quantidade de células tu-
morais por volume e também por massa de tumor se man-
tém constante.

Partindo dessas informac@es de tempo de desenvol-vi-
mento de uma certa massa tumoral, e da quantidades de
células tumorais que esta terd, é possivel encontrar o valor
da constante r, pois, partindo dessa relacdo de pro-porcion-
alidade, em 15 anos, um tumor tera 109 células. Como este
dado esta sujeito a erros, é possivel considerar um inter-
valo de seguranca de dois anos para mais e para menos,
assumindo portanto, que entre 13 a 17 anos, o cancer de
préstata terd essa quantidade de células tumo-rias desen-
volvidas.

Aplicando essa situacdo (parat=13 anos, 15anose 17
anos), com as constantes antes obtidas ( k e No) na
Equacédo 2, é possivel encontrar um intervalo em que a
constante r estara contida nesse problema de contorno.

Para encontrar um Unico valor de r, uma forma é pon-
derar os valores do intervalo, dando peso maior ao r cor-
respondente de 15 anos, tirando assim, uma média ponde-
rada, na qual, um resultado possivel é r = 0,0793 /ano.

Assim, o0 modelo do crescimento tumoral do cancer de
préstata adotado neste artigo serd expresso pela Equacao
3.

N(t) = 1013 g—29,934¢ 207938 ®

Uma das principais caracteristicas de um cancer é a sua
capacidade de desenvolver metéstase. Para que o tumor
possa gerar a metastase, é necessario que ele tenha um vol-
ume maior do que 3 mm?3 e que tenha sanado as suas ne-
cessidades de oxigenacéo e nutri¢do [3].

Essas duas condi¢Bes s serdo satisfeitas se o tumor
desenvolver a capacidade de promover o crescimento de
NOVOS vasos sanguineos na sua dire¢do. Esses novos vasos
proporcionardo a irrigacdo sanguinea do tumor, sanando as
necessidades comentadas e, também, servindo como via de
acesso para aquelas celulas cancerigenas que, ao mi-
grarem, podem gerar novos tumores em outras regides do
organismo. Caso essa vascularizagdo ndo acontega, as
células do tumor entram em degeneracdo e necrose [11].

Ao processo de formacdo desses novos vasos san-
guineos denomina-se angiogénese ou neovascularizagéo;
termo que foi utilizado pela primeira vez por Hertig em
1935 para descrever a vascularizagdo na placenta [12].

Nos dias de hoje, esse termo é designado para de-
screver o crescimento de novos vasos sanguineos a partir
de vasos pré-existentes. Esse processo depende da proli-
feracdo de células endoteliais, que sdo células de revesti-
mento dos vasos sanguineos [13].

Um tumor néo pode crescer acima de 106 células sem
desenvolver angiogénese para suprir sangue para o tumor

[3].
3 Resultados

Dependendo de cada tipo de cancer, as caracteristicas
antes citadas no final da se¢do anterior, irdo desenvolver-
se em escalas de tempo diferentes, pois cada cancer, em
geral, possui sua taxa de crescimento, mesmo quando se
possui as mesmas quantidades de células tumorais.

Para o cancer de préstata, essas caracteristicas irdo
ocorrer, em média, nos tempos indicados pela tabela 1.
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o Q!la]lt‘ldadf‘ de Tempo, £
Descricio células tumo- (anos)
rais, N(t)
nflexi N(z) 5 26>
Ponto de inflexfio — 1x10% /e 42 862
Estimado
Ponto de estabili- N(D) = k _qtlrav_es dfl
dade visualizacio
grafica
Tamanho maximo
para o desenvolvi- _ 6
mento da angi- N(t) = 1x10 7,806
ogénese
Ponto minimo para
o desenvolvimento | N(t) = 3x10° 8,697
de uma metastase
Massa tumoral de 1
. N(t) = 1x10° 14,863
Massa tumoral de 1 i
ke N(t) = 1x10" 32,345

Tabela 1- Representacdo dos principais pontos do de-
senvolvimento tumoral.

A representacdo gréfica da Equacdo 3 esta na Figura 1.

Na Figura 1, é possivel perceber que, o ponto de esta-
bilidade do tumor de prostata (N t —k) ocorre por volta de
130 anos, idade muito alta para a estimativa de vida do
homem nos dias atuais, mostrando que a estabilidade do
cancer de prostata jamais sera atingida através dos meca-
nismos de crescimento naturais (sem a influéncia de al-
guma anormalidade).

Na Figura 2, até aproximadamente 10 anos, a popula-
¢do tumoral permanece bastante pequena, no intervalo de
1-107 células tumorais. Essa quantidade de células cor-
responde a massas despreziveis, até a ordem dos mili-
gramas respectivamente, s6 € possivel a sua deteccdo atra-
vés de microscopia, mostrando que o diagndstico através
do exame do toque retal (palpavel), identifica o tumor em
um estado ja avancado e que este possui uma idade de
aproximadamente 15 anos.

Mesmo o tumor tendo uma massa pequena neste in-ter-
valo, este, ap6s os valores descritos na Tabela 4, ja desen-
volveu a angiogénese e ha uma probabilidade de ter desen-
volvido metastase, apresentando assim, um fator de risco
para a saude do paciente. A metastase originada do cancer
de prostata dara inicio a tumores em novas partes do corpo,
na qual, apresentaram diferentes caracteristicas do tumor
de proéstata inicial, podendo ter um crescimento mais
rapido e agressivo.

N&o é necessario que uma metastase localize-se ape-

nas em um local do corpo, podendo ter as suas células mi-
gradas distribuidas em diferentes localizagGes [7].
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Alguns estudos mostra que cerca de 80% dos homens
de 80 anos, que morreram por outros motivos, tinham
cancer de prostata e nem eles nem seus médicos descon-
fiavam [14]. isto pode ser interpretados devido um inicio
tardio do cancer de prostata pois, se por exemplo, este
tivesse comecado seu desenvolvimento quando um ho-
mem tivesse por volta dos 70 anos de idade, este levaria
cerca de 10 anos para apresentar um devido crescimento,
como foi comentado anteriormente. Da mesma forma,
caso o desenvolvimento tivesse ocorrido por volta dos 40
anos de idade, quando este homem apresentasse 70 anos
de idade, o tumor ja estaria em um estado avancado tendo
um crescimento bastante elevado nos 10 anos finais.

s Posulagsh s v Tergo

Populaci e tumerais, MY
T

I I | |
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Figura 1: Curva representativa do crescimento tumoral em funcio do tempo do céncer de prostata
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Figura 2: Detalhes dos 15 primeiros anos do desenvolvimento do cancer de préstata

4 Conclusao

O céncer de prostata é uma doenca séria e bastante per-
igosa que, em muitos casos, ndo recebe a devida atengdo e
por consequencia, é desprezada, apresentando assim, um
maior risco para a salde de um paciente.

O modelo da solugdo da Equagdo de Gompertz para a
andlise do crescimento sélido de um cancer de prostata
apresentou caracteristicas baseadas na literatura e que per-
mitem interpretagdes realistas deste desenvolvimento.

Foi possivel concluir que o cancer de prostata possui
um desenvolvimento lento durante o seu periodo de de-
senvolvimento inicial (cerca de 10 anos), como essa
doenca geralmente é dada em pessoas de terceira idade
que, muitas vezes, sofrem de outros disturbios, os efeitos
do crescimento do tumor é menosprezado ou até mesmo
despercebido. Por outro lado, ap6s uma certa massa tu-
moral, seu desenvolvimento é rapido e consequentemente
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agressivo, aumentando assim as chances de metastase ou
até mesmo acarretar outros problemas de salde.

Esse modelo mostrou também que o exame do toque
retal s6 € capaz de detectar um tumor em um estado ja
avancado, dificultando assim, o tratamento adequado.
Com isso, é importante que a populacdo masculina em
geral conheca esta enfermidade, para melhor se adapta-
rem aos exames de diagnosticos e também, comecar este
processo em uma idade ideal.

O modelo apresentou também a atual ineficiéncia dos
métodos de diagndsticos, pois, como exemplo, 0 exame do
toque retal identificard um tumor com uma idade aproxi-
mada de 15 anos, enquanto este apresentaria carac-
teristicas para serem detectados pelo exame de PSA (que
detecta tumores com microgramas de massa) em torno dos
7 anos, ou seja, 0 modelo apresenta o fato de que, os méto-
dos de diagndsticos atuais sdo incapazes de detectar um
tumor quando este apresenta uma pequena quantidade de
células tumorais, sendo assim, um desafio para a me-dic-
ina, ndo s6 em relacdo ao cancer de prostata, mas para o
cancer como um todo.
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